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Математическо и числено моделиране на двуфазно струйно 

течение във филтрираща среда 
 

И. Антонов     М. Ангелов     Л. Еленков     М. Михайлов     А. Терзиев     С. Антонов 
 
Разглежда се нов подход за математическо моделиране и числено изследване на 
двуфазно струйно течение във филтрираща среда. Подробно са изложени 
физическите предпоставки и основните уравнения, както и методът за 
дискретизацията им. Резултатите от числения експеримент илюстрират 
възможностите на предложената интерпретация на този интересен от 
практическа гледна точка проблем.  
 
Mathematical and numerical modeling of two phase jet flow in porous 

media 
 

I. Antonov     M. Angelov      L. Elenkov     M. Mihailov     A. Terziev     S. Antonov 
 
A new approach for mathematical modeling and numerical investigation of two phase jet 
flow in porous media here is reviewed. Some physical preconditions and basic equations 
are presented, and also the method for their discretization. The results from numerical 
experiment give the possibilities of suggested interpretation of this interesting from 
practical point of view problem.   
 
Въведение 
При протичане на двуфазно течение през слой от филтриращ материал (порьозна 
среда) се наблюдава „разделяне” на фазите. Носените примеси се „задържат” във 
филтриращият слой, а носещата (газова или течна) фаза го напуска, очистена до 
определена степен.  
Този интересен от практическа гледна точка феномен се среща и в природата. 
Постъпващата в изворите и в „кладенчетата” вода, преминаваща през земния грунд 
е кристално чиста с великолепен вкус. Друго интересно в случая е, че тя извира на 
определени места в изворите във вид на фонтани. 
Ако се вземат в предвид тези два на пръв поглед очевидни факта, може да се 
направят следните изводи: 

1. Примесите в изтичащата вода са отложени в земния грунд; 
2. Изтичането към земната повърхност се реализира под формата на система 

от струи. 
Това дава основание да се развие темата на настоящата работа под формата на 
разпространение на двуфазна турбулентна струя в среда с „повишено” 
съпротивление.  
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Математически модел на течението. Основни предпоставки. 
При съпоставяне на модела на двуфазното течение във филтриращата среда е 
необходимо да се въведат някой предпоставки и базисни приемания по въпроса: 
1. За двуфазното течение се възприема т. нар. двуфлуидна схема на течението.  
Тя се основава на изследванията правени от Ландау през 40-те години и приложени 
успешно по-късно от Нигматулин [1]. Приема, се че всяка  една от фазите притежава 
във всеки момент от време във всяка точка от флуидното пространство собствена 
скорост, плътност и температура. Фазата на примесите (течна или твърда) се 
разглежда като особена флуидна среда, която се описва с известните уравнения от 
Нютонов тип (по методите на Лагранж или Ойлер). Тъй като изследванията, които се 
правят използват феноменологичн принцип, фазата на примесите се приема за 
неплътна флуидна среда. Това означава, че времето за релаксация между два 
последователни удара на частиците е по-малко от това между ударите: 

r уτ τ〈〈  (1) 
Приетата „неплътна” флуидна среда означава, че за фазата на примесите е 
неприложимо уравнението за състоянието и тя не притежава собствен тензор на 
вътрешните напрежения т.е. тя няма собствено налягане и вискозитет.  
Веднага, обаче трябва да се подчертае, че тя има тензор на турбулентните 
(рейнолдсови) напрежения, тъй като те не са свойство на флуида, а на състоянието 
му. 
Възприетото „неплътно” множество от частици примеси и условието (1), означава че 
загубите на количество на движение и енергия за фазата на примесите се 
компенсира от носещата флуидна среда. 
За двете флуидни среди (на носещата фаза и на фазата на примесите) се записват 
уравненията за движение, при необходимост за топло- и масообмен. Връзката 
между двете системи уравнения се явяват силите на междуфазово взаимодействие. 
От упоменатите по-горе условия, следва че тези сили се вписват в уравненията на 
носещата фаза със знак „-”, а за фазата на примесите със знак „+”. По този начин се 
реализира ефекта на пренос на количество на движение и кинетична енергия към 
фазата на примесите. Експерименталните изследвания на двуфазни течения [2] [3] и 
др. потвърждават тази картина на течението. Скоростите при фазата на примесите 
затихват много по-бавно от тези на носещата среда, което се дължи на 
„подхранването” от нейна страна на движението на примесите.  
2. Известно е, че при преминаване на еднофазно течение през слой от насипни или 

филтриращи материали, част от количеството на движение се губи за 
преодоляване на загубите от хидравлични съпротивления.  

Те се определят по обичайната зависимост от механиката на флуидите: 

[ ]
2

, . . ,   
2
g

заг g g g
u

p Paξ ρΔ =  (2) 

където gξ е съпротивление на порьoзната (филтрираща) среда.  

Коефициентът на съпротивление на средата gξ  се определя по дадената от 

Иделчик [4] зависимост и е функция на вида на средата, дебелината на слоя, Re  - 
число, свободният процеп между частиците на материала, определен от ъгъла, 
сключен от три съседни сферични частици и пр. В най-общия случай коефициентът 
на съпротивление се определя като: 
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.g слk hξ =  (3) 

Коефициентът на хидравлично съпротивление на фазата на примесите pξ  е 
различен от този на носещата среда. Това се дължи на обстоятелството, че 
частиците примеси имат многократно по-големи размери от тези на течната или 
газовата фаза. Идеята, която се залага в този модел, е че коефициентът на 
хидравлично съпротивление на примесите ще зависи от два основни параметри при 
тях – диаметърът им pD  и масовата (или обемна) концентрация χ . 

Влиянието на диаметъра на приетата за сфера частица примеси pD  се изразява, 
чрез рейнолдсовото число за примесите, определени като: 

( )
Re p g p

p
u u D

υ

−
=  (4) 

във вид на функция на по степените на Re p : 

( ) 1/ 2 3/ 2 2
1 2 3 4Re 1 Re Re Re Re ...p p p p pf a a a a= + + + + +  (5) 

С индекса " "g  се означават параметрите на носещата газова или течна среда, а с 
" "p  на фазата на примесите. 
Поради липсата на опитни данни може да се възприемат стойностите на 0a  от 
изразите за аеродинамично съпротивление на частица примеси [5]: 

1 0,179a = ;   2 0,013a = ,     3 0a =  и т.н. 
Влиянието на концентрацията на примеси върху нарастването на съпротивлението 
по тракта на фазата на примесите може да се определи по следната зависимост: 

( ) ( )3/ 2
01f χ χ= +  (6) 

респективно с отчитане на локалната по дължина на течението максимална 
концентрация: 

( ) ( )3/ 21m mf χ χ= +  (7) 

С въведените функции ( )5 7÷ , с които се отчита влиянието на едрината на 
частиците примеси, релативната скорост и масовата концентрация за коефициента 
на съпротивление на фазата на примесите се записва израза: 

( ) ( )Re .p p gf fξ χ ξ=  (8) 

Предложените зависимости за ( )Re pf , ( )f χ  и pξ  подлежат на доуточняване при 

наличие на опитна информация за двуфазно течение  в порьозна среда. За сега 
това, което беше изложение по въпроса е една работна хипотеза, независимо от 
доброто физическо обяснение на процеса.  
 
Основни уравнения 
Разглежда се двумерно двуфазно турбулентно течение от струен тип в порьозна 
(филтрираща) среда.  
Основните уравнения за непрекъснатост и движение на двете фази, разгледани като 
отделни флуидни среди, и уравнението относно концентрацията на примесите, имат 
вида: 
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( )1 0
j

gg
j

v yu
x yy

∂∂
+ =

∂ ∂
 (9) 

 

( )1 0
j

pp
j

v yu
x yy

∂∂
+ =

∂ ∂
 (10) 

 

( ) ( )11 g g j
g g g g g g g g xj

u u pu v y u v F
x y x yy

ζ ρ ρ ρ
∂ ∂⎛ ⎞ ∂ ∂ ′ ′+ + = − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (11) 

 

y
p F
y
∂

= −
∂

 (12) 

 

( ) ( )11 p p j
p p p g p p p p xj

u u
u v y u v F

x y yy
ζ ρ ρ ρ

∂ ∂⎛ ⎞ ∂ ′ ′+ + = − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (13) 

 

( )1 j
g p g p g p pju v y v

x y yy
χ χρ ρ ρ ρ∂ ∂ ∂ ′ ′+ = −
∂ ∂ ∂

 (14) 

 
Горните индекси " "j  в уравн. 9 14÷  позволяват с една съща система 
диференциални уравнения да се описват плоски (равнинни) струи при 0j =  и 
ососиметрични  - 1j = . 
Силите на междуфазово взаимодействие xF  и  yF  се записват със знак " "−  при 

носещата фаза и със знак " "+  в уравненията за фазата на примесите. Най-често 
това е силата на аеродинамично съпротивление, от собствено тегло и силата на 
Сафмън.  
Двоичните корелации на пулсационните съставящи се определят съгласно 
хипотезата на Колмогоров – Прандтл.  

2

. g
tg g g g

k
u v Cυυ ρ

ε
′ ′= − =  

2

. p
tp p p p

k
u v Cυυ ρ

ε
′ ′= − =                   (15) 

tp
g p pv

Sc
υ

ρ ρ′ ′− =  (16) 

Корелацията g p pvρ ρ′ ′  се определя приблизително по израза (16), поради липса на 
експериментални данни за енергийния спектър на подобни течения.  
 
Модел на турбулентност. Общо характеристично уравнение.  
Системата 9 14÷ , изисква използване на определен модел на турбулентност. При 
така възприетия начин на изчисляване на турбулентния вискозитет това е 
създадения и експериментиран досега трипараметричен модел на турбулентност 
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g pk k ε− − . При него се записват отделни моделни уравнения за турбулентната 
кинетична енергия на носещата фаза и примесите и едно общо уравнение за 
дисипацията й.  
Последната им модификация има вида: 

21
( ). ( ). . .

( )

o
g pj

g g g tg goj j j
g g g g g tg

k

j
g p

k k
k k y u

y u y V y
x y y y y

y

χ
ρ υ χ

ρ ρ ρ υ
σ

ρ ε ε

⎡ ⎤⎛ ⎞
∂ +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂+ ⎡ ⎤∂ ⎝ ⎠⎢ ⎥+ = + −⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
− +

 (17) 
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*

1
( ). ( ). . .

o
p gj

p p p tp poj j j
p p p p p tp

k

j
p p

k k
k k y u

y u y V y
x y y y y

y

χ
ρ υ χ

ρ ρ ρ υ
σ

ρ ε

⎡ ⎤⎛ ⎞
∂ +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂+ ⎡ ⎤∂ ⎝ ⎠⎢ ⎥+ = + −⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
−

(18)  
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1 2 3

1
( ). ( ). .
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o
p gj

g tg oj j
g g g g

gj j j
g p g tg g

g g
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y

y U y V
x y y y

u
y Ф C y G y C C

k y k

ε

ε ε ε
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ρ υ χε ερ ρ
σ

ε ερ ρ υ ρ χ

⎡ ⎤⎛ ⎞
∂ +⎢ ⎥⎜ ⎟+∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎢ ⎥+ = −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤∂⎛ ⎞
⎢ ⎥− + + − −⎜ ⎟

∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (19) 

 
 
 
    Табл. 1 

1C ε  2C ε  3C ε  Kσ  εσ  

1,44 1,92 0,8 1,0 1,3 

 
 
Заключение. 
Създаден е математичен модел на двуфазно струйно течение, протичащо през 
порьозна среда. За затварянето на системата от ЧДУ се използва трипараметричен 
модел на турбулентност ( g pk k ε− − ), като най-близък до физическата картина на 
течението.  
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